Grado en Fisica

Ejercicios de Andlisis Matematico |

Derivadas — Ejercicios de optimizacion

Una de las aplicaciones mas Utiles de las derivadas es adbkepras de optimizacion. En dichos
problemas se trata, por lo general, de calcular el maximoroieimo absolutos de una magnitud.
Hay una gran variedad de problemas que responden a estemesguen frecuencia tienen contenido
geométrico o econdmico o fisico. Por ello cada uno de eséssi€ips requiere un estudio particular.
Los siguientes consejos pueden ser Utiles:

e Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo csgquema.

e Elige las variables y la magnitud), que tienes que optimizar.

e Estudia las relaciones entre las variables para expressadgaitudQ como funcién de una sola de
ellas,Q = f(x).

e Las condiciones del problema deben permitir establecesraimo de /.

e Estudia la variacion del signo de la derivadalen su dominio para calcular maximos y minimos
absolutos.

1. Dado un punta? = (a, b) situado en el primer cuadrante del plano, determina el sefgnoen
extremos en los ejes coordenados y que pas@®ppre tiene longitud minima.

Observacion.La solucion de este ejercicio también resuelve el probleenzattular la longitud
de la escalera més larga que, llevada en posicion horizgntetle pasar por la esquina que
forman dos corredores de anchuras respectives.

2. Demuestra que entre todos los rectangulos con un peoigedo, el que tiene mayor area es un
cuadrado.

3. Determina el rectangulo con lados paralelos a los ejeslenados, inscrito en la elipse de ecua-
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cion — + % = 1,y que tenga area maxima.
a
4. Calcula el area maxima de un rectangulo que tiene dos&grsiobre una circunferencia y su
base esta sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.

5. Encuentra un punt® de la circunferencia? + y? = 1 con coordenadas positivas y tal que el
triangulo cuyos vértices soff), 0) y las intersecciones de la tangente a la circunferenci en
con los ejes coordenados tenga area minima.
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6. Calcula un puntéu, v) (u > 0,v > 0) de la elipse de ecuaci(})rg— + Yoy tal que la tangente

a la elipse en dicho punto determine con los ejes un segmenémditud minima.

7. Calcula el area de la elipse de minima area circunscritaraetangulo dado. Recuerda que el
area de una elipse de semiejes es igual arst.

8. La figura representa un espejo rectangular en el que s,
ha partido una esquina. Las dimensiones del espejo so
AB =3, AC = 5y las de la esquina rota son las que se
indican en la figura donde se supone @gues un valor
conocido. Se pide calcular un punisobre la linea de
corte de forma que el espejo de vérticksY, P, Y ten-
ga area maxima. ¢,Para qué valoradee verifica que el
espejo de mayor area es un cuadrado?
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Se quiere construir una caja sin tapa con una lamina retéctangular cortando cuadrados
iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bor@ds. [els dimensiones de la caja de
mayor volumen que puede construirse de tal modo si los ladds kdmina rectangular miden:
a)10cm.y 10cm. b) 12cm.y 18cm.

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una latadsiéa de un litro de capacidad cuya
superficie total sea minima.

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una latadriéa de un litro de capacidad cuyo costo
de produccién sea minimo. Se supone que no se desperdicimglwal cortar los lados de la
lata, pero las tapas de radise cortan de cuadrados de ladtgoor lo que se produce una pérdida
de metal.

Se necesita construir un depésito de acero de 50@d@torma rectangular con base cuadrada y
sin tapa. Tu trabajo, como ingeniero de produccion, estalladimensiones del depdsito para
que su costo de produccion sea minimo.

Halla el volumen del cilindro circular recto mas grande guede inscribirse en una esfera de
radio @ > 0).

Halla el volumen del cilindro circular recto mas grande guede inscribirse en un cono circular
recto de altura y radior conocidos.

Halla el volumen del cono circular recto mas grande qegl@inscribirse en una esfera de radio
(a > 0).

La resistencia de una viga de madera de seccion rectareguproporcional a su anchura y al
cuadrado de su altura. Calcula las dimensiones de la vigaes#tente que puede cortarse de
un tronco de madera de radio

Calcula la distancia minima del purfto 3) a la parabola de ecuacion= x2.

Una empresa tiene 100 casas para alquilar. Cuando ¢éagede 80 libras al mes, todas las casas
estan ocupadas. Por cada 4 libras de incremento de la reatzasa queda deshabitada. Cada
casa alquilada supone a la empresa un coste de 8 libras parag®nes diversas. ¢ Cual es la
renta mensual que permite obtener mayor beneficio?

Una empresa produce semanalmente 300 bicicletas daffiaaie vende integramente al precio
de 600 euros cada una. Tras un analisis de mercados obsersia/qua el precio, también varian
sus ventas (de forma continua) segun la siguiente proporpd@r cada 7 euros que aumente o
disminuya el precio de sus bicicletas, disminuye o aumentatta en 3 unidades.

a) ¢Puede aumentar el precio y obtener mayores ingresos?
b) ¢A qué precio los ingresos seran maximos?

En la orilla de un rio de 100 metros de ancho esta situadglamta eléctrica y en la orilla
opuesta, y a 500 metros rio arriba, se esta construyendoabniad. Sabiendo que el rio es
rectilineo entre la planta y la fabrica, que el tendido ddesah lo largo de la orilla cuesta a 9
euros cada metro y que el tendido de cables sobre el agua euEsteuros cada metro, ¢,cudl es
la longitud del tendido mas econdmico posible entre la pletéctrica y la fabrica?.

Se proyecta un jardin en forma de sector circular de r&djoangulo centrah (medido en
radianes). El area del jardin ha de gefija. ¢ Qué valores d& y 6 hacen minimo el perimetro
del jardin?.

Se corta un alambre de longitiildormando un circulo con uno de los trozos y un cuadrado con
el otro. Calcula por dénde se debe cortar para que la sumadedas de las dos figuras sea
maxima o sea minima.
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23. Dados dos puntosy B situados en el primer cuadrante del plano, calcula cualezgiho més
corto para ir ded a B pasando por un punto del eje de abscisas.

24. Se desea construir una ventana con forma de rectangwloacn de un semicirculo de diame-
tro igual a la base del rectangulo. Pondremos cristal blencia parte rectangular y cristal de
color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreaja pasar la mitad de luz (por unidad
de superficie) que el blanco, calcula las dimensiones dertana para conseguir la maxima
luminosidad si se ha de mantener un perimetro constante dado

25. Se desea confeccionar una tienda de campafa cénica aduamen determinado. Calcula sus
dimensiones para que la cantidad de lona necesaria seaaminim

26. Enunalamina circular de radR®se recorta un sector circular de angtilg con él se construye
un cono. Calcula el valor d& para que el volumen del cono asi construido sea maximo.

27. Se desea construir un silo, con un voluméeterminado, que tenga la forma de un cilindro
rematado por una semiesfera. El costo de construccion (pdad de superficie) es doble pa-
ra la semiesfera que para el cilindro (la base es gratisfuZalas dimensiones Optimas para
minimizar el costo de construccion.

_ o x2 yz

28. Se considera la ellpsgg + i

dicha elipse, que tiene un vértice en el pufttab) y base paralela al eje de abscisas.

1. Calcula el triangulo isésceles de area maxima inscrito en

29. Con una cuerda de longitud con un nudo corredizo en uno de sus extremos, rodeamos una
columna circular de radi®R haciendo pasar el otro extremo por el nudo. Calcula la maxima
distancia posible del extremo libre al centro de la columna.

30. Estés en el desierto con tu vehiculo situado en un puy@sabordenadas soh = (0,40) y
tienes que ir a otro punt@ = (28, 0) (la unidad de medida es la milla terrestre). Del pustal
origenO = (0,0) y de éste al punt@’ hay una carretera asfaltada. Pero también, parat de
C, puedes hacer parte o todo el camino sobre la arena. Enerartetvelocidad es de 75 millas
por hora; y sobre la arena de 45 millas por hora. ¢ Qué camhlmesdeeguir para llegar lo antes
posible aC?

31. Calcula las dimensiones del rectangulo de mayor aregpogeée inscribirse en un triangulo
equilatero cuyo lado mide 2 centimetros. Se supone quetéhgdo se apoya sobre un lado del
triangulo.

32. El principio de Fermat afirma que la luz viaja de un pufite otro puntoB siguiendo la trayec-
toria en la que se invierte el menor tiempo posible. Supongaque el eje de abscisas= 0,
separa dos medios en los que la luz viaja a distinta velodjladejemplo, aire y agua). Sea
la velocidad de la luz en el semiplano supenior 0y sea%c la velocidad correspondiente al
semiplano inferioy < 0. Calcular el punto de dicho eje por el que pasara el rayo @je gesde
el puntod = (—4,3) al B = (3, —4).
33. 7

Calcula la posicién del punt8 =(x, 0) en la figura

de la derecha, dondé= (0,1)y B = (2 + +/3,2),

para que el &ngulé sea maximo. ¢Cuél es dicho 4

valor maximo d&¥? Justifica con detalle lo que ha-

ces. 4

P

34. Calcula un puntu, v) de la parabolay = 3 — x? de forma que el triangulo determinado por la
tangente a la parabola en dicho punto y los ejes coordenadgs &rea minima.
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Calcula el area méaxima del rectangulo que se puede circhinsare-
dedor de un rectangulo dado cuyos lados tiene longitugés.

Consideraremos ahora el problema de hallar el maximo o ninabsolutos de una funcion
continuaf en un intervalo cerrado y acotade, »]. Para ello puede seguirse el siguiente proce-
dimiento:

Paso 1. Hallar todos los puntos dela, b] que o bien son puntos criticos ¢eo son puntos en
los quef no es derivable.

Paso 2. Calcular el valor def en cada uno de los puntos obtenidos en el Paso 1 y tambign en
y enb.

Paso 3. Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor des@dlo sera el maximo
absoluto def en[a, h] y el menor sera el minimo absoluto deen|a, b].

36. Calculalos valores maximoy minimo de las siguientesiures en los intervalos que se indican:
a) f(x)=x*—x%-8x+ 1enelintervald—2,2].
- 1 .
b) f(x)= 1 enelintervald—1,2].
x2 +1
1 .
¢ f(x)= E(ser’? X + cosx) + 2senx — x en el intervaldo0, 7/2].
d) f(x)= v/x2(5-2x) enelintervald—1, 2.
e f(x)=—x3 + 12x + 5enelintervald—3, 3].
37. Para cada numero reasea f(x) = —§x3 + t?x. Calcula, para cada valor dec [—1,1], el
minimo valor def'(x) en el intervald0, 1].
Cuando una funcion no esta definida en un intervalo cerradp dize estudiar el signo de la
derivada si queremos calcular maximos o minimos absoluige existencia habra que justificar.
38. Definamosf(x) = 5x2 + ax~>, dondex > 0 es una constante. Calcula el valor mas pequefio
decx tal que f(x) = 21 para todax > 0.
n
39. Calcula el minimo valor d{:(x —ay)? dondea,, as, - - - a, son nimeros reales dados.
k=1
40. Calculalaimagend¢ : Rt — R dada por f(x) = X¥.
41. Seaf :R — R la funcién definida porf(x) = e 1/x? parax # 0,y f(0) = 0. Estudia la
continuidad y derivabilidad d¢' y calcula su imagen.
42. Dadaz # 0, definamos, para # 1/a, la funcion:
a—+ x
f(x) = arctaru + arctanx — arctan——.
—ax
Calcula laimagen d¢'.
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